
Chapitre 3

Espaces vectoriels
&

Applications linéaires

1 Espaces vectoriels

1.1 Structure d’espace vectoriel réel

Définition. Un espace vectoriel réel est un ensemble E non vide muni
• d’une loi de composition interne (Addition, +) c’est à dire une application de E ×E
dans E,

+ : E × E → E
(u, v) 7→ u+ v

• et d’une loi de composition externe (Multiplication par un nombre réel, .) c’est à dire
une application de R× E dans E,

. : R× E → E
(α, v) 7→ α.v

vérifiant les axiomes suivantes :
Axiomes relatifs à la loi interne :

1. ∀u, v, w ∈ E, (u+ v) + w = u+ (v + w) (Associativité).
2. Il existe un élément de E, noté 0E, tel que ∀u ∈ E, u+ 0E = 0E + u = u

(0E est un élément neutre pour ’+’).
3. ∀u ∈ E,∃u′ ∈ E, u+ u′ = u′+ u = 0E (u′ est un symétrique de u, on note u′ = −u).
4. ∀u, v ∈ E, u+ v = v + u (Commutativité).

Axiomes relatifs à la loi externe :
1. ∀α, β ∈ R,∀u ∈ E,α.(β.u) = (αβ).u.
2. ∀u ∈ E, 1.u = u.

Axiomes liant les deux lois : double distrubitivité
1. ∀α, β ∈ R,∀u ∈ E, (α + β).u = α.u+ β.u.
2. ∀α ∈ R, ∀u, v ∈ E,α.(u+ v) = α.u+ α.v.
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Vocabulaires et Notations :
. Un espace vectoriel réel est dit aussi R-espace vectoriel ou espace vectoriel sur R.
. Les éléments du corps R sont appelés scalaires.
. Les éléments de l’espace vectoriel E sont appelés vecteurs.
. L’élément neutre de l’addition de E est noté 0E ou simplement 0 et appelé vecteur
nul.
. On peut remplacer l’écriture α.u par αu.
. Pour u, v ∈ E, on note u+ (−v) par u− v.

Exemples :

• Pour tout entier n ≥ 1,Rn est un espace vectoriel réel.

∀u =

( u1
...
un

)
, v =

( v1
...
vn

)
∈ Rn,∀α ∈ R, on a( u1

...
un

)
+

( v1
...
vn

)
=

( u1+v1
...

un+vn

)
et α

( u1
...
un

)
=

( αu1
...

αun

)
• Mm,n(R), l’ensemble des matrices réelles, est un espace vectoriel réel.

Propriétés. Soit E un espace vectoriel réel. On a

• ∀α ∈ R, α0E = 0E.
• ∀u ∈ E, 0u = 0E.
• Si α ∈ R et u ∈ E tels que αu = 0 alors α = 0 ou u = 0E.
• ∀u ∈ E, (−1)u = −u.
• ∀α, β ∈ R,∀u ∈ E, (α− β)u = αu− βu.
• ∀α ∈ R,∀u, v ∈ E,α(u− v) = αu− αv.

Dans toute la suite, E désigne un espavce vectoriel réel.

1.2 Sous-espaces vectoriels

Définition. Soit E un un espace vectoriel. Soit F une partie non vide de E.
On appelle F sous-espace vectoriel (s.e.v) de E si :
i) ∀u, v ∈F, u+ v ∈ F (F est stable par l’addtion +).
ii) ∀α ∈ R,∀u ∈ F, αu ∈ F (F est stable par la multiplication par scalaire).

Exemples :
• {0E} et E sont des sous-espaces vectoriels de E.
• R× {0} = {( x0 ) /x ∈ R} et {0} ×R = {

(
0
y

)
/y ∈ R} sont des sous-espaces vectoriels

de R2.
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Proposition. Soit E un un espace vectoriel. Soit F une partie de E.
F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si
1) F 6= ∅ (F est non vide).
2) ∀α, β ∈ R, ∀u, v ∈ F, αu+ βv ∈ F (F est stable par combinaison linéaire).

Propriétés. Soit E un espace vectoriel.
• 0E appartient à tous les sous-espaces vectoriels de E.
• Tout sous-espace vectoriel de E est un espace vectoriel.
• L’intersection des sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E.
• La réunion de deux sous-espace vectoriels n’est pas en général un sous-espace

vectoriel.

1.3 Combinaison linéaire, Familles génératrices

Combinaison linéaire

Définition. Soit {u1, u2, ..., un} une famille finie de vecteurs d’un espace vectoriel E.
On appelle combinaison linéaire des vecteurs u1, u2, ..., un tout vecteur de la forme
α1u1 + α2u2 + ...+ αnun où α1, α2, ..., αn ∈ R.

Exemple :

Dans l’espace vectoriel R3, le vecteur u =
(

3
3
1

)
est combinaison linéaire des vec-

teurs u1 =
(

1
1
0

)
et u2 =

(
1
1
1

)
. En effet, il suffit de déterminer α1, α2 ∈ R tels que

u = α1u1 + α2u2.

On a donc
(

3
3
1

)
= α1

(
1
1
0

)
+ α2

(
1
1
1

)
⇐⇒


3 = α1 + α2

3 = α1 + α2

1 = 0 + α2

⇐⇒ α1 = 2 et α2 = 1.

D’où u = 2u1 + u2.

Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs
L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs u1, u2, ..., un est un sous-espace vec-
toriel de E, appelé sous-espace vectoriel engendré par u1, u2, ..., un et noté Vect(u1, u2, ..., un)
ou < u1, u2, ..., un >. On a donc

Vect(u1, u2, ..., un) = {α1u1 + α2u2 + ...+ αnun /α1, α2, ..., αn ∈ R}.

Familles génératrices

Définition. Soit {u1, u2, ..., un} une famille finie de vecteurs d’un espace vectoriel E.
On dit que la famille {u1, u2, ..., un} est génératrice de E si tout vecteur de E est
combinaison linéaire de u1, u2, ..., un. Autrement dit

∀u ∈ E,∃α1, α2, ..., αn ∈ R, u = α1u1 + α2u2 + ...+ αnun.

C’est-à-dire
Vect(u1, u2, ..., un) = E
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Vocabulaire
Une famille génératrice {u1, u2, ..., un} est appelée aussi partie génératrice de E ou
système générateur de E. On peut dire aussi que E est engendré par les vecteurs
u1, u2, ..., un.

Propriétés.
Soit {u1, u2, ..., un, un+1} une famille finie de vecteurs d’un espace vectoriel E.
Si {u1, u2, ..., un} est une famille génératrice de E alors {u1, u2, ..., un, un+1} est aussi
une famille génératrice de E.
Si {u1, u2, ..., un, un+1} est une famille génératrice de E et par exemple un+1 est com-
binaison linéaire des u1, u2, ..., un alors {u1, u2, ..., un} est une famille génératrice de
E.

1.4 Familles libres, Familles liées

Familles libres

Définition. Soit {u1, u2, ..., un} une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E. On
dit que la famille {u1, u2, ..., un} est libre si pour tous scalaires α1, α2, ..., αn ∈ R,

α1u1 + α2u2 + ...+ αnun = 0 =⇒ α1 = α2 = ... = αn = 0

On dit aussi que les vecteurs u1, u2, ..., un sont linéairement indépendants.

Exemple :

Soient u1 =
(

1
2
1

)
, u2 =

(
2
9
0

)
, u3 =

(
3
3
4

)
. La famille {u1, u2, u3} est-elle libre ?.

Soient α1, α2, α3 ∈ R tels que α1u1 + α2u2 + α3u3 = 0.

Donc


α1 + 2α2 + 3α3 = 0
2α1 + 9α2 + 3α3 = 0
α1 + +4α3 = 0

ce qui implique que α1 = α2 = α3 = 0

D’où la famille {u1, u2, u3} est libre.

Remarque
. {u} est libre si et seulement si u 6= 0.
. Toute famille contenue dans une famille libre est libre.
. Le vecteur 0 n’apprtient à aucune famille libre.

Familles liées

Définition. Soit {u1, u2, ..., un} une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E. On
dit que la famille {u1, u2, ..., un} est liée s’il existe des scalaires α1, α2, ..., αn ∈ R
non tous nuls tels que

α1u1 + α2u2 + ...+ αnun = 0

On dit aussi que les vecteurs u1, u2, ..., un sont linéairement dépendants.
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Remarque
. Les vecteurs u1, u2, ..., un sont linéairement dépendants si et seulement si l’un des
vecteurs est combinaison linéaire des autres.
. Une famille est liée si elle n’est pas libre.
. Toute famille contenant une famille liée est liée.
. Toute famille contenant le vecteur nul 0 est liée.
. Si deux vecteurs d’une famille sont égaux, la famille est liée.
. {u} est liée si et seulement si u = 0.
. {u, v} est liée si et seulement s’il existe un scalaire α ∈ R tel que u = αv ou v = αu.

Dans ce cas, on dit que u et v sont colinéaires.

1.5 Bases et dimension

Base d’un espace vectoriel

Définition. On appelle base d’un espace vectoriel E une famille à la fois libre et
génératrice de E.

Exemples
• (e1, e2) est la base canonique de R2 où e1 = ( 1

0 ) , e2 = ( 0
1 ).

• (e1, e2, e3) est la base canonique de R3 où e1 =
(

1
0
0

)
, e2 =

(
0
1
0

)
, e3 =

(
0
0
1

)
.

Proposition. Une famille de vecteurs {u1, u2, ..., un} d’un espace vectoriel E est une
base si et seulement si tout vecteur de E s’écrit de manière unique comme combinaison
linéaire des vecteurs u1, u2, ..., un c’est-à-dire

∀u ∈ E,∃! α1, α2, ..., αn ∈ R / u = α1u1 + α2u2 + ...+ αnun.

Les scalaires α1, α2, ..., αn sont appelés les composantes (ou coordonnées) de u dans
la base {u1, u2, ..., un}.

Dimension d’un espace vectoriel

Définition. On dit qu’un espace vectoriel E est de dimension finie s’il admet une fa-
mille génératrice finie.
Toutes les bases d’un espace vectoriel E de dimension finie ont le même nombre
d’éléments. Ce nombre est appelé la dimension de E et noté dimE.

Exemples :
• L’espace vectoriel {0} est de dimension 0.
• L’espace vectoriel Rn est de dimension n.
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Propriétés. Soit E un espace vectoriel de dimension finie dimE = n. Alors,
i) Toute famille libre de E a au plus n éléments. Elle est incluse dans une base et peut
être complétée en une base.
ii) Toute famille génératrice de E a au moins n éléments et contient une base. De toute
famille génératrice, on peut extraire une base.

Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie dimE = n. Alors,
i) Toute famille libre de E ayant n éléments est une base de E.
ii) Toute famille génératrice de E ayant n éléments est une base de E.

Autrement dit, lorsque le nombre de vecteurs considéré est exactement égal à la di-
mension de l’espace vectoriel, l’une des deux conditions : générateurs, ou linéairement
indépendants suffit pour que ces vecteurs déterminent une base de E.

Dimension d’un sous-espace vectoriel

Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vec-
toriel de E. Alors on a
i) F est de dimension finie.
ii) dimF ≤ dimE.
iii) dimF = dimE ⇐⇒ F = E.

Rang d’une famille finie de vecteurs

Définition. Soit {u1, ..., up} une famille finie de vecteurs d’un espace vectoriel E. On
appelle rang de la famille {u1, ..., up} le nombre maximum de vecteurs linéairement
indépendants que l’on peut extraire de cette famille, c’est-à-dire la dimension du
sous-espace vectoriel Vect(u1, ..., up) engendré par les vecteurs u1, ..., up. On le note
rg(u1, ..., up).

rg(u1, ..., up) = dimVect(u1, ..., up)

Calculer le rang d’une famille de vecteurs n’est pas toujours évident, cependant il
y a des inégalités qui découlent directement de la définition.

Propriétés. Soit {u1, ..., up} une famille finie de vecteurs d’un espace vectoriel E. On a

. 0 ≤ rg(u1, ..., up) ≤ p.

. rg(u1, ..., up) = 0 si et seulement si ui = 0 pour tout i = 1, . . . , p.

. rg(u1, ..., up) = p si et seulement si la famille {u1, ..., up} est libre.
Si E est de dimension finie, dimE = n, on a

. rg(u1, ..., up) ≤ n.

. rg(u1, ..., up) = n si et seulement si la famille {u1, ..., up} est génératrice de E.

6



2 Applications linéaires

2.1 Applications linéaires

Définition. Soient E et F deux espaces vectoriels. On dit qu’une application f de E
dans F est linéaire si :
1) f(u+ v) = f(u) + f(v) pour tout u, v ∈ E ;
2) f(αu) = αf(u) pour tout α ∈ R et tout u ∈ E.

Remarque : Soit f : E −→ F une application linéaire. On a alors
. f(0E) = 0F .
. f(−u) = −f(u) pour tout u ∈ E.

Exemples :
• L’application nulle E → F est linéaire.

u 7→ 0F
• L’application identité IdE : E → E est linéaire.

u 7→ u
• Les applications f1, f2 et f3 sont linéaires :

f1 : R→ R f2 : R2 → R f3 : R3 → R
x 7→ ax ( xy ) 7→ ax+ by

(
x
y
z

)
7→ ax+ by + cz

• Soient f : E −→ F et g : F −→ G deux applicatins linéaires. La composée gof :
E −→ G est linéaire.

Proposition. Soient E et F deux espaces vectoriels. Soit f : E −→ F une application.
f est linéaire ⇐⇒ f(αu+ v) = αf(u) + f(v) pour tout α ∈ R et tous u, v ∈ E.

2.2 Noyau et image d’une application linéaire

Définitions. Soit f une application linéaire de E dans F .
• On appelle noyau de f l’ensemble des vecteurs u ∈ E tels que f(u) = 0F . Le noyau
est noté Ker(f). On a donc

Ker(f) = {u ∈ E/f(u) = 0F}
• On appelle image de f l’ensemble des vecteurs v ∈ F tels qu’il existe u ∈ E vérifiant
f(u) = v. L’image est notée Im(f). On a donc

Im(f) = {v ∈ F/∃u ∈ E, f(u) = v}
Proposition.
. Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.
. Im(f) est un sous-espace vectoriel de F .

Proposition. Soient E et F deux espaces vectoriels, E de dimension finie.
Si (e1, . . . , en) une famille génératrice de E alors (f(e1), . . . , f(en)) est une famille
génératrice de Im(f).
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2.3 Rang d’une application linéaire

Définition. Soit f une application linéaire de E dans F .
On appelle rang de f la dimension de l’image de f . On le note rg(f). On a donc

rg(f) = dimIm(f)

Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Si (e1, . . . , en) est une base de E alors Im(f) = Vect(f(e1), . . . , f(en)). On a donc

rg(f) = dimVect(f(e1), . . . , f(en))

Théorème (Théorème de rang). Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension
finie. Alors on a

dimE = dimKer(f) + dimIm(f)

= dimKer(f) + rg(f).

2.4 Applications linéaires injectives et Applications linéaires
surjectives

Proposition. Soit f : E −→ F une application linéaire entre deux espaces vectoriels.
. f est injective si et seulement si Ker(f) = {0E}.
. f est surjective si et seulement si Im(f) = F .
. f est bijective si et seulement si f est injective et surjective

si et seulement si Ker(f) = {0E} et Im(f) = F .

Remarque : Soit f : E −→ F une application linéaire entre deux espaces vectoriels
de dimensions finies.
Si l’application f est injective alors dimE ≤ dimF .
Si l’application f est surjective alors dimE ≥ dimF .
Si l’application f est bijective alors dimE = dimF .

Propriétés. Soit f : E −→ F une application linéaire entre deux espaces vectoriels de
dimensions finies. On a
. rg(f) ≤ dimE.
. f est injective si et seulement si rg(f) = dimE.
. rg(f) ≤ dimF .
. f est surjective si et seulement si rg(f) = dimF .
. f est bijective si et seulement si rg(f) = dimE = dimF .

Remarque : Soit f : E −→ F une application linéaire entre deux espaces vectoriels
E et F de même dimension finie, (dimE = dimF ). Alors on a :

f est bijective ⇐⇒ f est injective ⇐⇒ f est surjective
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3 Matrice d’une application linéaire

3.1 Représentation matricielle d’une famille de vecteurs

Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d’une base B = (e1, e2, ..., en).
On peut représenter un vecteur u de E par la matrice unicolonne, notée MB(u), formée
par ses coordonnées dans la base B :
Si

u = a1e1 + a2e2 + ...+ anen, MB(u) =

 a1
a2
...
an


Plus généralement, on peut représenter une famille de p vecteurs de E par la matrice
de type (n, p) dont la j ème colonne représente les coordonnées du j ème vecteur de la
famille dans la base B :
Si

u1 = a11e1 + a21e2 + ...+ an1en

u2 = a12e1 + a22e2 + ...+ an2en
...

up = a1pe1 + a2pe2 + ...+ anpen

MB(u1, u2, ..., up) =

u1 u2 · · · up


a11 a12 · · · a1p e1

a21 a22 · · · a2p e2
...

...
...

...
an1 an2 · · · anp en

Remarque : Soit {u1, u2, ..., un} une famille de E.

{u1, u2, ..., un} est libre ⇐⇒ detMB(u1, u2, ..., un) 6= 0.

3.2 Représentation matricielle d’une application linéaire

Soit E un espace vectoriel de dimension p, muni d’une base B = (e1, e2, ..., ep),
et F un espace vectoriel de dimension n, muni d’une base B

′
= (e

′
1, e

′
2, ..., e

′
n).

Une application linéaire f de E dans F est caractérisée par l’image de la base B,
c’est-à-dire par la famille de p vecteurs de F :(

f(e1), f(e2), ..., f(ep)
)
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D’après ce qui précède, on peut représenter cette famille par une matrice deMnp(R), que
l’on appelle matrice de f relativement aux bases B et B

′
et que l’on notera MB,B′ (f) :

Si

f(e1) = a11e
′

1 + a21e
′

2 + ...+ an1e
′

n

f(e2) = a12e
′

1 + a22e
′

2 + ...+ an2e
′

n

...

f(ep) = a1pe
′

1 + a2pe
′

2 + ...+ anpe
′

n

MB,B′ (f) =

f(e1) f(e2) · · · f(ep)


a11 a12 · · · a1p e
′
1

a21 a22 · · · a2p e
′
2

...
...

...
...

an1 an2 · · · anp e
′
n

Exemple : Soient B = (e1, e2, e3) la base canonique de R3 et B′ = (e
′
1, e

′
2) la base

canonique de R2.
1. La matrice de l’application identité Id : R3 → R3 par rapport à la base canonique
est : (

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
2. L’application linéaire f : R3 → R2 définie par :

f(e1) = 3e
′

1 − 4e
′

2 f(e2) = 2e
′

1 + 3e
′

2 f(e3) = e
′

1 + e
′

2

a pour matrice
MB,B′ (f) = ( 3 2 1

−4 3 1 )
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