CHAPITRE 2
Déterminants/Systéemes linéaires

1 Déterminant d’une matrice carrée

Soit A = (a;;)1<ij<n € Mp(R)

a1 e a’lj e A1
A = all e a/lj P aZTL
anl PN anj N Ann

Soit 1 < ¢,7 < n. On note A;; la matrice carrée d’ordre n — 1 obtenue en
supprimant la i¥™¢ ligne et la j°™¢ colonne de A.

Définition. Le déterminant de A, noté det(A) ou |A|, est défini par
Vi<i<n det(A) = > (=1)Ma;; det(Aj)
j=1

ou de maniere équivalente

n

Vi<j<n det(A) = > (1) a;; det(Aj)
i=1
Exemples :
a b a b

e Pour A = (c d)’ On a det(A) = . d’ = ad — be.

5 0 6
e Pour A = (3 7 1], on peut calculer det(A) par l'une des formules de la

2 04

définition : La formule de développement suivant une ligne quelconque ou la formule
de développement suivant une colonne quelconque. Ici, pour simplifier le calcul, on



choisit un développement suivant la colonne 2 car elle contient des zéros.

5 0 6
det(A) = [3 7 1| =) (=1)"apdet(Ap)
2 0 4

= (—1 1+2a12 det(Alg) + (—1)2+2a22 det(AQQ) + (—1)3+2CL32 det(Agg)
3 1 5 6
2 4 2 4

= 0+7x(5x4-6x2)40
= 56

)
= (-1)x0

‘+1><7‘

5 6
—l—(—1)><0‘3 1‘

Remarque : En pratique, pour le développement d'un déterminant, on affecte a
chaque élément un signe, en commencant par le signe + et en respectant une alter-
nance entre les deux signes, par exemple :

Déterminant d’ordre 2 : i_ ;
+ -+
Déterminant d’ordre 3 : - 4+ -
+ - +

Propriétés :
1) Un déterminant est nul si :

a) L’une des colonnes ou 'une des lignes est nulle ou

b) Deux colonnes ou deux lignes sont égales ou proportionnelles ou

c) Une ligne (colonne) est une combinaison linéaire des autres lignes (colonnes).
2) Un déterminant change de signe si 'on effectue un nombre impair de permu-
tations. (Si par exemple, on permute deux lignes uniquement ou deux colonnes
uniquement).
3) Un déterminant est linéaire par rapport a chaque ligne et a chaque colonne;
(si 'on multiplie tous les éléments d’'une ligne ou d’une colonne par le méme scalaire,
le déterminant est multiplié par ce scalaire).
4) Un déterminant ne change pas si :
- On ajoute a une ligne une combinaison linéaire des autres lignes,

n
k=1
- On ajoute a une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes,

Oj<—Cj+Zaka7 k%j

k=1



2 -1 3 —4
Exemple : Calcul de déterminent de A = _22 2 g _15
0 -3 1 -1
2 -1 3 -4
2 0 4 -5
0 -3 1 -1
2 —1 3 —4
01 1 -1
0 3 6 =3
0 -3 1 —1
1 1 -1
= (=)' x2]3 6 -3
-3 1 -1
1 1 -1
= 2|3 6 -3
-3 1 -1
1 1 -1
= 2|0 3 0
0 4 —4
3 0
_ 141
= 2(( 1) x1‘4 _4D
= 23 x (—4)—0x4)
—24

Proposition.

o A est inversible si et seulement si det(A) # 0.
o det(AT) = det(A).

edet(AB) = det(lA) det(B).

-1
edet(A™) = det(A)
o Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des éléments diago-
nau.




2 Inverse d’une matrice carrée

1°¢ méthode : Inversion d’une matrice par la méthode des cofacteurs :

Définition. Soit A = (a;;)1<i j<n une matrice carrée d’ordre n . Soit A;; la matrice
carrée d’ordre n — 1 obtenue en supprimant la "¢ ligne et la j™¢ colonne de A.
On appelle cofacteur du coefficient a;; le nombre (—1)"*7 det(A;;).

On appelle comatrice de A, notée C(A) = (¢;j)1<ij<n, la matrice des cofacteurs de
A définie par :

iy = (—1)" det(4y), 1<i,j<n

Etapes de l'inversion :

1) On vérifie si la matrice A est inversible. Pour cela, on calcule son déterminant :
a) Sidet A =0 alors A n’est pas inversible.
b) Sidet(A) # 0 alors A est inversible, et on passe aux étapes suivantes

2) On détermine la comatrice de A :  C(A)

3) On détermine la transposée de la comatrice de A :  CT(A)
1
4) On en déduit l'inverse de la matrice A : A~ = det(4) T(A).
-1 2 -1
Exemple : Calculer 'inverse de A= 2 3 1
2 =2 1

Calcul du déterminant de A :

-1 2 -1
det(A) = |2 3 1
2 =2 1

3 1 2 -1 2 -1

L T T

= 5
1
On a donc det(A) # 0. Dot A est inversible et A™! = det(A) CT(A).



La comatrice de A :

3 1 2 1 2 3
T2 1 _‘21‘ o —2
2 -1 -1 -1 -1 2
ci) = _‘—2 1’ HERS _‘2 —2‘
e e e | R
3 1 2 1 2 3
5 0 -10
= lo 1 2
5 -1 -7
5 0 5
La transposée de la comatrice de A : CtTA)=| 0 1 -1
—-10 2 -7
L’inverse de A :
1
ATt = CT(A
det(A) (4)
5 0 5
= 1 0 1 -1
>\-10 2 -7
1 0 1
“ 1% 3
-2 5 5

2¢me méthode : Inversion d’une matrice par la méthode de Gauss :

La méthode pour inverser une matrice A consiste a faire des opérations élémentaires
sur les lignes de la matrice A jusqu’a la transformer en la matrice identité I. On
fait simultanément les mémes opérations élémentaires en partant de la matrice I.
On aboutit alors & une matrice qui est A7,

En pratique, on fait les deux opérations en méme temps en adoptant la disposi-
tion suivante :

A coté de la matrice A que 'on veut inverser, on rajoute la matrice identité pour
former un tableau (A|7).

Sur les lignes de la matrice (A|l), dite matrice augmentée, on effectue des
opérations élémentaires jusqu’a obtenir le tableau (I|B). Et alors B = A~1.

Opérations élémentaires
\

(A[I) (1147




Ces opérations élémentaires sur les lignes sont :
1) L; < aL; avec a # 0 : on peut multiplier une ligne par un scalaire non nul.

2) L+ Li+alL; avec a € R et j # i : on peut ajouter a la ligne L; un multiple

d’une autre ligne L;.

3) L; <> L, : on peut échanger deux lignes.

-1 2 -1
Exemple : Calculer 'inverse de A :( ) 3 1 >
2 -2 1

-1 2 -1 | 10 0L

La matrice augmentée : (A|I):<2 3 1 | 01 O> L,
2 -2 1 | 00 1/ L

1 =2 1 | =1 0 0\ L+ (-1)Ly

(2 3 1] 0 1 0)

2 =2 1 | 0 01

1 =2 1 | =1 0 0

0 2 -1 | 2 0 1/ Ly« Ly—2L,

1 -2 | -1 0 0

(0 1 2 | 2 1 O>L2<—%L2

0 2 -1 ]| 2 01

1 -2 1 | =1 0 0

L3

0 0 =2 | 2 2 1/ Ly+ Ly—2L,



1 -2 1 | =1 0 0
0 0 1 | =2 2 =) Ly« FL
1 -2 1] -1 0 0
(0 1 0] 0 % %>L2<—L2+%L3
0o 0o 1] —2 £ <
1 0 0 | 1 0 1 L1FL1+2L2—L3
(0 Lo 0 g %) = (1|47
001 | -2 2 F
1 0 1 (/5 0 5
Donc A1:<0 2 51> =g<0 1 —1)
-2 = -10 2 -7

3 Systemes linéaires

Définition. Soit n,p > 1 des entiers. Un systeme lineaire n X p est un ensemble de
n équations linéaires a p inconnues de la forme

a1121 + a12%2 + ...+ apTy = by

(911 + Q999 + ... + Aoplp = bg

(5)

(@1 %1 + QT2 + ..+ Ay, = by

- Les coefficients a;; et les secondes membres b; sont des éléments donnés de R.

- Les inconnues 1, 9, ..., ¥, sont a chercher dans R.

- Le systeme homogene associé a (S) est le systeme obtenu en remplagant les b; par
0.

- Une solution de (S5) est un p-uplet (xq, s, ...,x,) qui vérifie simultanément les n
équations de (S). Résoudre (5) signifie chercher toutes les solutions.

- Un systeme est impossible, ou incompatible, s’il n’admet pas de solution. Un



systeme est possible, ou compatible, s’il admet une ou plusieurs solutions.
- Deux systemes sont equivalents s’ils admettent les mémes solutions.

Ecriture matricielle :

Ty by aix Qi - Qip

. T2 by 21 Q22 -+ Qgp
Sionnotex = | . b=1 . A= ]

Tp bn Apl Qp2 - App

le systeme () est équivalent a I’écriture matricielle Ax = b.

Définition. (Systéme de Cramer) Un systeme linéaire (S) est dit de Cramer
d’ordre n si

- (S) est un systeme de n équations a n inconnues et

- (S) admet une solution unique.

Remarque :

Il y a équivalence entre

- Le systeme est de Cramer.

- Le systeme homogene associé n’admet que le vecteur nul comme solution.
- La matrice A est inversible.

- det(A) # 0.

On propose de résoudre un systeme de Cramer (S) de n équations a n inconnues,
écrit sous sa forme matricielle Az = b.

Méthodes de résolution :

1) Résolution par Regle de Cramer :
X1

T2
Un systeme de Cramer d’ordre n admet une solution unique x = . donnée,

T
pour tout 1 <4 < n, par :



ay a2 -+ by - an,

agy G -+ by - ag,
det(Al) Qp1 Qp2 - bn Tt Gpp
€T; = =
det(A) i1 Qi - Qo ottt Qip
Q21 Q2 -+ Q2; -+ QA2p
Qp1 Ap2 *° Api " Qpp
Q14
. 24
avec A; est la matrice obtenue en remplacant la ¢ colonne 2 de A par la
An;
by
by
colonne du second membre
bn
Exemple :
1+ 3$2 —|—4$3 =50
Soit le systeme  (.5) 3x1 + bre — 4wy =2
41’1 + 71’2 — 21’3 =31
1 3 4
La matrice du systeme est : A= |3 5 —4
4 7 =2
1 3 4
Onadet(A) =3 5 —4|=-8#0.
4 7 =2

Le systeme est donc de Cramer, il admet une solution unique donnée par :

50 3 4

2 5 —4

31 7 =2 —24
det(A) -8



1 50 4

3 2 -4
4 31 -2 —40
S Ay T 8 >

1 3 50

35 2

47 31 —64
T T qen(d) s

2) Résolution par inversion matricielle

Soit (S) un systeme de Cramer sous forme matricielle : Az = b.
La matrice A est donc inversible. On a

x une solution de (S) <= Az =b<= 2 = A""'b.

Pour déterminer z, Il suffit de calculer A~!. Pour cela on utilise soit

CT(A).

1
- la méthode des cofacteurs : A~ = m

Opérations élémentaires

ou
- la méthode de Gauss : (A|])

(I]A71)
3) Résolution par Pivot de Gauss

a111 + a12T2 + ...+ A1y — b1 L1

a21T1 + Q22X + ... + QopnT, = b2 L2

(5)

L\  Gn11 + ApoTo + .. F ATy = bn Ln

La méthode du pivot de Gauss, consiste a ’aide des opérations élémentaires sur les
lignes (L;), a se ramener a un systeme triangulaire (ou systeme échelonné) de la
forme :

1171 + a2 + ... + ATy = bl Ll

/

+aoaTy + ...+ gy, = By Ly

/

\ Applpn = 5n Ln

10



La derniére équation (L,) donne la valeur de x,, , puis ,,_; dans (L,_;) apres report
de z,, dans cette ligne et ainsi de suite jusqu’a la valeur z; dans (Lq).

Exemple :

r1+3vy + 423 =50 L,
Soit le systeme  (.9) 31+ 5ry — 4wy =2 Ly
dry + Txg — 223 =31 Ls
Elimination de x1 dans Lq et Ls
1+ 3x9 + 4x3 = 50
To + 4wy = 37 Ly <+ Ly — 3L,
\ S5x9 + 18x3 =169 L3 < L3y — 414
Elimination de x5 dans Ls
r1 + 3x9 + 4x3 = 50
To + dxy = 37

L 203 =16 L3 < L3 — 5Lo

Dou de L3 : xr3 =8,
puis de Ls : Ty = 37 — 43 = b,
et enfin de Ly : xy = 50 — 3y — 43 = 3.

Remarque :
Résolution par la méthode du pivot de Gauss en écriture matricielle :

Soit (Alb) la matrice augmentée (La matrice obtenue en ajoutant la colonne du
second membre b a la matrice A). On procede de la méme manieére que la matrice
augmentée (A[I).

Sur les lignes de la matrice augmentée (A|b), on effectue les opérations élémentaires
jusqu’a obtenir (I]A1b).

Opérations élémentaires

(A[b) (I|A~'b)

11



Cas général :

e La méthode du pivot de Gauss s’applique a n'importe quel systéme linéaire (Cra-
mer ou non Cramer).

e On commence par préparer le systeme, quitte a échanger des lignes ou bien 1’ordre
des variables, de maniere a ce que le premier coefficient de la premiere ligne soit
différent de 0. Ce premier coefficient non nul s’appelle le premier pivot.

e Puis on échelonne le systeme.

e S’il apparait une équation du type 0x; 4+ 0xy + ... + Ox,, = [ avec [ # 0 alors le
systeme n’admet pas de solution.

e Dans le cas contraire, s’il apparait une équation du type 0x; 4+ 0xs + ... + 0x,, = 0,
on I’élimine et on continue a appliquer la méthode de pivot. Ainsi, on peut avoir
deux cas :

ou bien, le systeme possede une unique solution obtenu en résolvant la derniere
équation et en remontant jusqu’a la premiere,

ou bien, le systeme possede une infinité de solutions.

Exemples :
2$1+$2—2[E3+3Z‘4:1 L1
e Soit le systeme  (S) 3x1+ 219 — w3+ 214 =4 Lo

3x1+3x2+3x3—3x4=5 L3
On effectue les opérations élémentaires suivantes pour faire disparaitre les x; des
lignes 2 et 3 :

201 — X9 — 223+ 314 =1
To+4xs —Dxy =5 Lo <+ 2Ly — 3L,
3xe + 12253 — 15204 =7 L3 < 2L3 — 3L,
On effectue les opérations élémentaires suivantes pour faire disparaitre x5 de la ligne
3
201 — 19 — 223+ 314 =1
To+4x3 —Dxs =5
0=-8 L3+« L3—3Ls

La derniere équation permet d’affirmer que le systeme n’a pas de solution.

12



1+ 2209 — 223 =2 I,
e Soit le systeme  (S) 2x1 +4x9 —3x3 =5 Ly
5x1 + 10z9 — 83 =12 L3
T+ 229 — 223 = 2
x3=1 Lo< Ly —2L,
203 =2 L3 <+ L3 —5L,
r1+ 229 — 2253 =2

~\ 7~

.1'3:1

O0x3 =0 L3+« Ly—2Ly
l’1+21‘2—2$3:2

[E3:1

En reportant x3 = 1 dans la premiere équation, il vient 1 = 4 — 225, 9 € R.
Donc le systeme admet une infinité de solutions données par

ZE1:4—2{E2, l’QGR, l‘3:1.
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