CHAPITRE 1
Matrices

1 Généralités
1.1 Définition d’une Matrice

Définition.

- Une matrice réelle A est un tableau rectangulaire d’éléments de R.

- Elle est dite de type (n,p) si le tableau possede n lignes et p colonnes.
- Les nombres du tableau sont appelés les coefficients de A.

- Le coefficient situé a la i®"¢ ligne et a la 5™ colonne est noté a,;.

Un tel tableau est représenté de la maniere suivante :

a11 ayj Q1p
A=lan - ay -+ ap ou (aij)lgz‘gn
1<j<p

a’nl DR an] .. anp

- L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans R est noté
M, ,(R).

n7p

Exemple :

A= ((1) _32 ?) est une matrice de type (2, 3).

1.2 Matrices particulieres

Matrices lignes :
Une matrice qui n’a qu’une seule ligne (n = 1) est appelée matrice ligne ou

vecteur ligne. On la note

A= (an a2 alp)



Matrices colonnes :
Une matrice qui n’a qu'une seule colonne (p = 1) est appelée matrice colonne ou
vecteur colonne. On la note

Matrice nulle :
La matrice (de type (n,p)) dont tous les coefficients sont des zéros est appelée
la matrice nulle et est notée 0,,,, ou plus simplement 0.

Matrices carrées :

Si n = p (méme nombre de lignes que de colonnes), la matrice est dite matrice
carrée d’ordre n (ou de taille n). On note M, (R) au lieu de M, ,(R), 'ensemble
des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans R.

ailr Az - Qip

21 Q22 -+ QAagp
A= ]

ap1 Ap2 - Ann

Les éléments a1, ass, ..., an, forment la diagonale principale de la matrice.

Matrice identité :
La matrice carrée dont tous les coefficients diagonaux valent 1, s’appelle la ma-
trice identité

1 0 - - 0
0 1
I, =
0
0 0 1

Matrices triangulaires :

Soit A = (a;;)1<ij<n une matrice carrée d’ordre n.
La matrice A est dite triangulaire supérieure si ¢ > j = a;; = 0.
La matrice A est dite triangulaire inférieure si i < j = a;; = 0.



Matrices diagonales :
La matrice A est dite diagonale si A est triangulaire supérieure et inférieure,
autrement dit si ¢ # j = a;; = 0.

Exemples :
aip 12 e e A1
O a99 . e PN A2y,
=1\ : . - : est une matrice triangulaire supérieure.
0 0 apn
aj; 0 0
21 A22 0
L= : T est une matrice triangulaire inférieure.
0
Ap1 Apa e Qnn
ai 0 0
0 929 0
D=|: . " : est une matrice diagonale.
0 o - 0 ap,

2 Opérations sur les matrices

Egalité :
Deux matrices sont égales lorsqu’elles ont le méme type et que les coefficients
correspondants sont égaux.

2.1 Addition & Multiplication par un scalaire

Définition. Soient A = (a;;)1<i<n €t B = (b;;)1<i<n deux matrices de méme type
1<j<p 1<j<p
(n,p). La somme de A et B est donnée par

A+ B = (aij + bij)i<i<n
1<j<p



Exemple :

: 3 -2 0 4
SmentA—(l 7>etB—<5 7).
3 =2 0 4 3 2
D0n<3A+B—<1 7)—1—(5 —3>_(6 4)
Définition. Soient A = (a;j)1<i<n €t A € R. Le produit de A par \ est
1<j<p

ANA = ()\aij)1§i§n

1<j<p

Exemple :
. 1 20
Soient A = (_1 1 3 et A= 3.
3 6 0
Donc \.A = (_3 3 9>
Remarque :

La matrice (—1)B est 'opposée de B et est notée —B.
La différence A — B est définie par A + (—B).

Exemple :

. 2 =1 0 -1 4 =2
801entA—(4 5 2>etB—<7 5 3>.

3 -5 2
DoncA—B-(_3 0 _1)

Proposition. Soient A, B et C € M, ,(R) et o, 3 € R.

(i) A+ (B+C)=(A+B)+C.



2.2 Produit des matrices

Produit d’une matrice ligne par une matrice colonne :
bi1

b
Soient L= (a1 az -+~ ay,) € Mip(R) et C = | - | € Mya(R).

by
Le produit de L et C est un scalaire, dit produit scalaire, et donné par :

bi1
b1
LC = (Cln a2 - Cl1p) = a11b11 + aiaboy + -+ + aipbpr.
by
Exemple :
4
Soient L= (2 0 -3 1)etC = _17
D
4
OnaLC:(Q 0 -3 1) _17 =2x44+0x(=7)+(-3) x1+1x5=10.
)

Produit de deux matrices :

Définition. Soient A = (a;j)1<i<n une matrice de type (n,p) et B = (b;;)i1<k<p une
1<k<p 1<5<q

matrice de type (p, ¢). Le produit de A et B est la matrice de type (n,q) donnée par

AB = (Zp: aikbkj> 1<i<n’
=1

1<j<q



Autrement dit, soient colonne C}

$
11 Qy; Q1p bi1 bl] blq
A= a;1 Qij Qip — lzgne Lz B = bzl sz b'Lq
an1 Qpj Qpyp bpl bp] qu
Donc
LlCl LlC] Llcq
AB = | L;(4 L;C; L,C,
L, C L,C; L,C,
Exemple :
1 2 0
Soient A = (_11 i’ (2)) et B=10 2 3
0 -1 -2

La matrice A est de type (2,3), la matrice B est de type (3,3), donc le produit AB
est une matrice de type (2,3) :

—Ix14+1x042x0 —1x2+1x2+2x(=1) =1x0+1x3+2x(-2)

(1 8 9
- \a1 -2 -1

Remarque :

Le produit de matrices n’est pas commutatif en général.

En effet, il se peut que AB soit défini mais pas BA, ou que AB et BA soient tous
deux définis mais pas du méme type. Mais méme dans le cas ou AB et BA sont
définis et du méme type, on a en général AB # BA.

AB — (1x1+3x0+0x0 I1x2+3x240x(—1) 1x0+3x3+0x(—@)

Exemple :

G066 )6 )6 )G



Remarque :

AB = 0 n'implique pas A =0 ou B = 0.

Il peut arriver que le produit de deux matrices non nulles soit nul. En d’autres
termes, on peut avoir A # 0 et B # 0 mais AB = 0.

Exemple :

) 0 -1 2 —3
SmentA—(O 5>etB—<O 0).

0 0
On a AB—(O O)

Proposition.

(i) A(BC) = (AB)C.
(ii) A(B+C)=AB+ AC et (B+C)A=BA+ CA.
(i) 4.0 =0 et 0.4 = 0.
(iv) Si A est une matrice de type (n,p), alors I,,A= A et A.L, = A.
Puissance d’une matrice :

Définition. Pour tout A € M,,(R), on définit les puissances successives de A par

A =1, APTL=AP.A pour tout p e N.

Autrement dit A? = A.A. ... A
—_——
p facteurs
Exemples :

— Soient A, B € M,(R), On a (A+ B)? = A>+ AB + BA + B>

a 00 0 @ 0 0 0
0b 00 0w 0 0

Q7 A = P —

SiA=1g0 ¢ o0l on a A 0 0 ¢ 0
000 d 00 0 a

2.3 Inverse d’une matrice

Définition. On dit qu’une matrice carrée A d’ordre n est inversible s’il existe une
matrice carrée B d’ordre n telle que

AB=1, et BA=1I,.
On appelle B l'inverse de A et on la note A™1.



On retiendra que I'une des égalités AB = I,, ou BA = I,, suffit a affirmer que A
et B sont inverses I'une de l'autre.

Exemple :

. 1 2 3 =2 10
SmentA:(l 3>,etB:<_1 1>.OnaAB:BA:: (O 1>:IQ.

Donc A~' =B

Proposition. (i) Soit A une matrice inversible. Alors A™" est aussi inversible et
on a :
(AH = A

(i) Soient A et B deuz matrices inversibles de méme ordre. Alors AB est inversible
et

(AB)™' = B1A™",

2.4 Transposition

Transposée d’une matrice :

Définition. La transposée d'une matrice A = (a;;)1<i<n de type (n, p) est la matrice,
1<5<p

notée AT, de type (p,n) donnée par AT = (a;;)1<j<p.
1<i<n

Autrement dit, la i-eme ligne de A devient la i-éme colonne de AT (et réciproquement
la j-éme colonne de AT est la j-¢me ligne de A).

Exemple :
Soit la matrice A de type (2, 3) suivante : A = (; _01 i)
1 3
Sa transposée est la matrice AT de type (3,2) suivante : AT = | =1 0
5 7
Proposition. (i) (A+ B)T = AT + BT.
(i) (\A)T = \AT.
(i) (AT)" = A.
(iv) (AB)T = BTAT.
(v) Si A est inversible, alors AT lest aussi et on a (A7)~ = (A™HT.



Définition.
Une matrice carrée A est dite symétrique si AT = A.
Une matrice carrée A est dite anti-symétrique si A7 = —A.

Trace d’une matrice :

Définition. La trace d'une matrice carrée A = (a;;) de taille n, notée tr(A), est la
somme des éléments de la diagonale de A.

t?"(A) = a1+ ag + ... + QApn

1 2 0
Exemple : Soit A=(0 2 3
0 —1 =2

La trace de la matrice A est tr(A) = a;; +ag +ass=1+2+(-2) = 1.

Proposition. Soient A et B deux matrices carrées de taille n. Alors :
(i) tr(A+ B) =tr(A) +tr(B).
(i) tr(AA) = Mr(A) pour tout X € R.
(iii) tr(AT) =tr(A).
) tr(AB) = tr(BA).
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