
Chapitre 1

Matrices

1 Généralités

1.1 Définition d’une Matrice

Définition.
- Une matrice réelle A est un tableau rectangulaire d’éléments de R.
- Elle est dite de type (n, p) si le tableau possède n lignes et p colonnes.
- Les nombres du tableau sont appelés les coefficients de A.
- Le coefficient situé à la ième ligne et à la j ème colonne est noté aij.

Un tel tableau est représenté de la manière suivante :

A =


a11 · · · a1j · · · a1p
...

...
...

ai1 · · · aij · · · aip
...

...
...

an1 · · · anj · · · anp

 ou (aij)1≤i≤n
1≤j≤p

- L’ensemble des matrices à n lignes et p colonnes à coefficients dans R est noté
Mn,p(R).

Exemple :

A =

(
1 −2 5
0 3 7

)
est une matrice de type (2, 3).

1.2 Matrices particulières

Matrices lignes :
Une matrice qui n’a qu’une seule ligne (n = 1) est appelée matrice ligne ou

vecteur ligne. On la note

A =
(
a11 a12 · · · a1p

)
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Matrices colonnes :
Une matrice qui n’a qu’une seule colonne (p = 1) est appelée matrice colonne ou

vecteur colonne. On la note

A =


a11

a21
...
an1


Matrice nulle :

La matrice (de type (n, p)) dont tous les coefficients sont des zéros est appelée
la matrice nulle et est notée 0n,p ou plus simplement 0.

Matrices carrées :
Si n = p (même nombre de lignes que de colonnes), la matrice est dite matrice

carrée d’ordre n (ou de taille n). On note Mn(R) au lieu de Mn,n(R), l’ensemble
des matrices carrées d’ordre n à coefficients dans R.

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann


Les éléments a11, a22, ..., ann forment la diagonale principale de la matrice.

Matrice identité :
La matrice carrée dont tous les coefficients diagonaux valent 1, s’appelle la ma-

trice identité

In =


1 0 · · · · · · 0

0 1
. . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · · · · 0 1


Matrices triangulaires :

Soit A = (aij)1≤i,j≤n une matrice carrée d’ordre n.
La matrice A est dite triangulaire supérieure si i > j =⇒ aij = 0.
La matrice A est dite triangulaire inférieure si i < j =⇒ aij = 0.
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Matrices diagonales :
La matrice A est dite diagonale si A est triangulaire supérieure et inférieure,

autrement dit si i 6= j =⇒ aij = 0.

Exemples :

U =


a11 a12 · · · · · · a1n

0 a22 · · · · · · a2n
...

. . . . . .
...

...
. . . . . .

...
0 · · · · · · 0 ann

 est une matrice triangulaire supérieure.

L =


a11 0 · · · · · · 0

a21 a22
. . . 0

...
...

. . . . . .
...

...
...

. . . 0
an1 an2 · · · · · · ann

 est une matrice triangulaire inférieure.

D =


a11 0 · · · · · · 0
0 a22 · · · · · · 0
...

. . . . . .
...

...
. . . . . .

...
0 · · · · · · 0 ann

 est une matrice diagonale.

2 Opérations sur les matrices

Égalité :
Deux matrices sont égales lorsqu’elles ont le même type et que les coefficients

correspondants sont égaux.

2.1 Addition & Multiplication par un scalaire

Définition. Soient A = (aij)1≤i≤n
1≤j≤p

et B = (bij)1≤i≤n
1≤j≤p

deux matrices de même type

(n, p). La somme de A et B est donnée par

A+B = (aij + bij)1≤i≤n
1≤j≤p
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Exemple :

Soient A =

(
3 −2
1 7

)
et B =

(
0 4
5 7

)
.

Donc A+B =

(
3 −2
1 7

)
+

(
0 4
5 −3

)
=

(
3 2
6 4

)

Définition. Soient A = (aij)1≤i≤n
1≤j≤p

et λ ∈ R. Le produit de A par λ est

λ.A = (λaij)1≤i≤n
1≤j≤p

Exemple :

Soient A =

(
1 2 0
−1 1 3

)
et λ = 3.

Donc λ.A =

(
3 6 0
−3 3 9

)
Remarque :
La matrice (−1)B est l’opposée de B et est notée −B.
La différence A−B est définie par A+ (−B).

Exemple :

Soient A =

(
2 −1 0
4 −5 2

)
et B =

(
−1 4 −2
7 −5 3

)
.

Donc A−B =

(
3 −5 2
−3 0 −1

)

Proposition. Soient A,B et C ∈Mn,p(R) et α, β ∈ R.

(i) A+B = B + A.

(ii) A+ (B + C) = (A+B) + C.

(iii) A+ 0 = A.

(iv) (α + β)A = αA+ βA.

(v) α(A+B) = αA+ αB.
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2.2 Produit des matrices

Produit d’une matrice ligne par une matrice colonne :

Soient L =
(
a11 a12 · · · a1p

)
∈M1,p(R) et C =


b11

b21
...
bp1

 ∈Mp,1(R).

Le produit de L et C est un scalaire, dit produit scalaire, et donné par :

LC =
(
a11 a12 · · · a1p

)

b11

b21
...
bp1

 = a11b11 + a12b21 + · · ·+ a1pbp1.

Exemple :

Soient L =
(
2 0 −3 1

)
et C =


4
−7
1
5

.

On a LC =
(
2 0 −3 1

)
4
−7
1
5

 = 2× 4 + 0× (−7) + (−3)× 1 + 1× 5 = 10.

Produit de deux matrices :

Définition. Soient A = (aij)1≤i≤n
1≤k≤p

une matrice de type (n, p) et B = (bij)1≤k≤p
1≤j≤q

une

matrice de type (p, q). Le produit de A et B est la matrice de type (n, q) donnée par

AB =
( p∑

k=1

aikbkj

)
1≤i≤n
1≤j≤q

.
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Autrement dit, soient colonne Cj

↓

A =


a11 · · · a1j · · · a1p
...

...
...

ai1 · · · aij · · · aip
...

...
...

an1 · · · anj · · · anp

← ligne Li B =


b11 · · · b1j · · · b1q
...

...
...

bi1 · · · bij · · · biq
...

...
...

bp1 · · · bpj · · · bpq

.

Donc

AB =


L1C1 · · · L1Cj · · · L1Cq

...
...

...
LiC1 · · · LiCj · · · LiCq

...
...

...
LnC1 · · · LnCj · · · LnCq

 .

Exemple :

Soient A =

(
1 3 0
−1 1 2

)
et B =

1 2 0
0 2 3
0 −1 −2


La matrice A est de type (2, 3), la matrice B est de type (3, 3), donc le produit AB
est une matrice de type (2, 3) :

AB =

(
1× 1 + 3× 0 + 0× 0 1× 2 + 3× 2 + 0× (−1) 1× 0 + 3× 3 + 0× (−2)
−1× 1 + 1× 0 + 2× 0 −1× 2 + 1× 2 + 2× (−1) −1× 0 + 1× 3 + 2× (−2)

)
=

(
1 8 9
−1 −2 −1

)
Remarque :
Le produit de matrices n’est pas commutatif en général.
En effet, il se peut que AB soit défini mais pas BA, ou que AB et BA soient tous
deux définis mais pas du même type. Mais même dans le cas où AB et BA sont
définis et du même type, on a en général AB 6= BA.

Exemple :(
1 0
1 1

)
.

(
1 −1
2 1

)
=

(
1 −1
3 0

)
6=
(

0 −1
3 1

)
=

(
1 −1
2 1

)
.

(
1 0
1 1

)
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Remarque :
AB = 0 n’implique pas A = 0 ou B = 0.
Il peut arriver que le produit de deux matrices non nulles soit nul. En d’autres
termes, on peut avoir A 6= 0 et B 6= 0 mais AB = 0.

Exemple :

Soient A =

(
0 −1
0 5

)
et B =

(
2 −3
0 0

)
.

On a AB =

(
0 0
0 0

)
Proposition.

(i) A(BC) = (AB)C.

(ii) A(B + C) = AB + AC et (B + C)A = BA+ CA.

(iii) A.0 = 0 et 0.A = 0.

(iv) Si A est une matrice de type (n, p), alors In.A = A et A.Ip = A.

Puissance d’une matrice :

Définition. Pour tout A ∈Mn(R), on définit les puissances successives de A par

A0 = In, Ap+1 = Ap.A pour tout p ∈ N.

Autrement dit Ap = A.A. ... .A︸ ︷︷ ︸
p facteurs

Exemples :
– Soient A,B ∈Mn(R), On a (A+B)2 = A2 + AB +BA+B2.

– Si A =


a 0 0 0
0 b 0 0
0 0 c 0
0 0 0 d

, on a Ap =


ap 0 0 0
0 bp 0 0
0 0 cp 0
0 0 0 dp



2.3 Inverse d’une matrice

Définition. On dit qu’une matrice carrée A d’ordre n est inversible s’il existe une
matrice carrée B d’ordre n telle que

AB = In et BA = In.

On appelle B l’inverse de A et on la note A−1.
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On retiendra que l’une des égalités AB = In ou BA = In suffit à affirmer que A
et B sont inverses l’une de l’autre.

Exemple :

Soient A =

(
1 2
1 3

)
, et B =

(
3 −2
−1 1

)
. On a AB = BA ==

(
1 0
0 1

)
= I2.

Donc A−1 = B

Proposition. (i) Soit A une matrice inversible. Alors A−1 est aussi inversible et
on a :

(A−1)−1 = A.

(ii) Soient A et B deux matrices inversibles de même ordre. Alors AB est inversible
et

(AB)−1 = B−1A−1.

2.4 Transposition

Transposée d’une matrice :

Définition. La transposée d’une matrice A = (aij)1≤i≤n
1≤j≤p

de type (n, p) est la matrice,

notée AT , de type (p, n) donnée par AT = (aji)1≤j≤p
1≤i≤n

.

Autrement dit, la i-ème ligne deA devient la i-ème colonne deAT (et réciproquement
la j-ème colonne de AT est la j-ème ligne de A).

Exemple :

Soit la matrice A de type (2, 3) suivante : A =

(
1 −1 5
3 0 7

)
Sa transposée est la matrice AT de type (3, 2) suivante : AT =

 1 3
−1 0
5 7


Proposition. (i) (A+B)T = AT +BT .

(ii) (λA)T = λAT .

(iii) (AT )T = A.

(iv) (AB)T = BTAT .

(v) Si A est inversible, alors AT l’est aussi et on a (AT )−1 = (A−1)T .
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Définition.
Une matrice carrée A est dite symétrique si AT = A.
Une matrice carrée A est dite anti-symétrique si AT = −A.

Trace d’une matrice :

Définition. La trace d’une matrice carrée A = (aij) de taille n, notée tr(A), est la
somme des éléments de la diagonale de A.

tr(A) = a11 + a22 + ...+ ann

Exemple : Soit A =

1 2 0
0 2 3
0 −1 −2

.

La trace de la matrice A est tr(A) = a11 + a22 + a33 = 1 + 2 + (−2) = 1.

Proposition. Soient A et B deux matrices carrées de taille n. Alors :

(i) tr(A+B) = tr(A) + tr(B).

(ii) tr(λA) = λtr(A) pour tout λ ∈ R.

(iii) tr(AT ) = tr(A).

(iv) tr(AB) = tr(BA).
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